
International J. of Math. Sci. & Engg. Appls. (IJMSEA)
ISSN 0973-9424, Vol. 11 No. II (August, 2017), pp. 193-205

ON FOURIER SERIES OF I-FUNCTIONS OF r-VARIABLES

P. C. SREENIVAS1 AND M. SUNITHA2

1 Department of Mathematics, Payyanur College,
Payyanur, Kannur Dist, Kerala- 670327, India

2 Department of Mathematics,
Co-operative Arts and Science College,

Madayi, Kannur Dist, Kerala -670358, India

Abstract
The object of this paper is to evaluate some integrals involving the I-function of
r-variables and employ them to obtain some Fourier Sine Series for I-function of
r-variables. These results are useful in solving certain problems of Applied Mathe-
matics and Engineering. On specializing the parameters the result can be reduced
to integrals involving H-function of r-variables and in particular H-function of 2-
variables. The corresponding Fourier Sine Series for these functions can also be
derived which reduces to the result proved by K. L. Choudhary [1, p.53].

1. Introduction

Notations used :

(ap) = 1(aj)p stands for a1, a2, · · · , ap
1(aj ;αj)p stands for (a1;α1), (a2, ;α2), · · · , (ap;αp).
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1(aj ;αj , Aj)p stands for (a1;α1, A1), (a2;α2, A2), · · · , (ap;αp, Ap).

1(aj ;αj , Aj ; 1)p stands for (a1;α1, A1; 1), (a2;α2, A2; 1), · · · , (ap;αp, Ap; 1).

The generalized Fox’sH-function, namely I-function of r-variables introduced by Prathima,

et al. [2, p.38] is defined and represented in the following manner:

I[z1, · · · , zr] = I0,N :m1,n1;··· ;mr,nr
P,Q:p1,q1;··· ,pr,qr

z1

· · ·
zr

∣∣∣∣∣∣∣
1(aj ;α

(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j ; γ(1)

j , C
(1)
j )p1 , · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr



=
1

(2πω)r

∫
L1

· · ·
∫
Lr

θ1(s1) · · · θr(sr) φ(s1, · · · , sr) zs11 · · · z
sr
r ds1 · · · dsr, (1.1)

where φ(s1, · · · , sr) and θi(si), i = 1, 2, · · · , r are given by,

φ(s1, · · · , sr) =

N∏
j=1

ΓAj
(

1− aj +
r∑
i=1

a
(i)
j si

)
Q∏
j=1

ΓBj
(

1− bj +
r∑
i=1

β
(i)
j si

)
P∏

j=N+1

ΓAj
(
aj −

r∑
i=1

α
(i)
j si

) , (1.2)

θi(si) =

mi∏
j=1

ΓD
(i)
j (d(i)

j − δ
(i)
j si)

ni∏
j=1

ΓC
(i)
j (1− c(i)j + γ

(i)
j si)

qi∏
j=mi+1

ΓD
(i)
j (1− d(i)

j + δ
(i)
j si)

pi∏
j=ni+1

ΓC
(i)
j (c(i)j − γ

(i)
j si)

. (1.3)

Also, zi 6= 0 (i = 1, · · · , r), ω =
√
−1, mj , nj , pj , qj (j = 1, · · · , r), N,P,Q are

non-negative integers such that 0 ≤ N ≤ P , Q ≥ 0, 0 ≤ mj ≤ qj , 0 ≤ nj ≤
pj (j = 1, 2, · · · , r) (not all zero simultaneously). α(i)

j (j = 1, 2, · · · , P, i = 1, 2, · · · , r),
β

(i)
j (j = 1, 2, · · · , Q, i = 1, 2, · · · , r), γ(i)

j (j = 1, 2, · · · , pi, i = 1, 2, · · · , r) and δ
(i)
j (j =

1, 2, · · · , qi, i = 1, 2, · · · , r) are positive numbers. aj (j = 1, 2, · · · , P ), bj (j = 1, 2, · · · , Q),

c
(i)
j (j = 1, 2, · · · , pi, i = 1, 2, · · · , r) and d

(i)
j (j = 1, 2, · · · , qi, i = 1, 2, · · · , r) are com-

plex numbers. The exponents Aj (j = 1, 2, · · · , P ), Bj (j = 1, 2, · · · , Q), C(i)
j (j =

1, 2, · · · , pi, i = 1, 2, · · · , r) and D
(i)
j (j = 1, 2, · · · , qi, i = 1, 2, · · · , r) of various gamma

functions may take non integer values. The I-function of r variables is analytic if

Ψi =
P∑
j=1

Ajα
(i)
j −

Q∑
j=1

Bjβ
(i)
j +

pi∑
j=1

C
(i)
j γ

(i)
j −

qi∑
j=1

D
(i)
j δ

(i)
j ≤ 0, i = 1, 2, · · · , r.
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The integral (1.1) converges absolutely if |arg(zi)| < 1
2∆iπ, i = 1, 2, · · · , r where

∆i = −
P∑

j=n+1

Ajα
(i)
j −

Q∑
j=1

Bjβ
(i)
j +

mi∑
j=1

D
(i)
j δ

(i)
j −

qi∑
j=mi+1

D
(i)
j δ

(i)
j

+
ni∑
j=1

C
(i)
j γ

(i)
j −

pi∑
j=ni+1

C
(i)
j γ

(i)
j > 0.

Hann D. B. D. E. [2, p. 73]∫ π/2

0
(sinx)u−1(cosx)v−1ei(u+v)xdx =

Γ(u)Γ(v)
Γ(u+ v)

eiu
π
2 (1.4)

Re u > 0, Re v > 0.

Lryzhk I. M. and Gradshtejn I. S. (3, p. 490]∫ π/2

0
e4mix sin 4nxdx =


0, if m 6= n,m = n = 0

πi
4 , if m = n 6= 0.

(1.5)

2. The Integrals Involving I-functions of r-variables

(1)
∫ π/2

0
(sinx)u−1(cosx)v−1ei(u+v)xI0,N :m1,n1;··· ;mr,nr

P,Q:p1,q1;··· ,pr,qr z1(sinx cosx)h1e2h1xi

...
zr(sinx cosx)hre2hrxi∣∣∣∣∣∣∣
1(aj ;α

(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr

 dx
= eiu

π
2 I0,N+2:m1,n1;··· ;mr,nr
P+2,Q+1:p1,q1;··· ,pr,qr z1e

ih1
π
2

...
zre

ihr
π
2

∣∣∣∣∣∣∣
(1− u;h1, · · · , hr; 1), (1− v;h1, · · · , hr; 1),

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q,

1(aj ;α
(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

(1− u− v; 2h1, · · · , 2hr; 1) : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr

 (2.1)

Re

(
u+

r∑
i=1

hi
d

(i)
j

δ
(i)
j

)
> 0, Re

(
v +

r∑
i=1

hi
d

(i)
j

δ
(i)
j

)
> 0, j = 1, 2, · · · ,mi.
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Proof:

∫ π/2

0
(sinx)u−1(cosx)v−1ei(u+v)xI0,N :m1,n1;··· ;mr,nr

P,Q:p1,q1;··· ,pr,qr z1(sinx cosx)h1e2h1xi

...
zr(sinx cosx)hre2hrxi∣∣∣∣∣∣∣
1(aj ;α

(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr

 dx
=
∫ π/2

0
(sinx)u−1(cosx)v−1ei(u+v)x

[(
1

2πi

)r ∫
L1

· · ·
∫
Lr

φ(s1, · · · , sr)θ1(s1) · · · , θr(sr)

(z1(cosx sinx)h1e2h1ix)s1 · · · (zr(cosx sinx)hre2hrix)srds1 · · · dsr
]
dx.

Changing the order of integration

=
(

1
2πi

)r ∫
L1

· · ·
∫
Lr

φ(s1, · · · , sr)θ1(s1) · · · θr(sr)zs11 · · · z
sr
r∫ π/2

0
(sinx)

u+
r∑
i=1

hisi−1
(cosx)

v+
r∑
i=1

hisi−1
e
i

(
u+v+

r∑
i=1

2hisi

)
x
dx

 ds1 · · · dsr.

Solving the inner integral using (1.4),

=
(

1
2πi

)r ∫
L1

· · ·
∫
Lr

φ(s1, · · · , sr)θ1(s1) · · · θr(sr)zs11 · · · z
sr
r

Γ
(
u+

r∑
i=1

hisi

)
Γ
(
v +

r∑
i=1

hisi

)
Γ
(
u+ v +

r∑
i=1

2hisi

) e
i

(
u+

r∑
i=1

hisi

)
π
2
ds1 · · · dsr.
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From which (2.1) is obtained by using (1.1).

(2)
∫ π/2

0
(sinx)u−1(cosx)v−1ei(u+v)xI0,N :m1,n1;··· ;mr,nr

P,Q:p1,q1;··· ,pr,qr z1(cosx)h1ehixi

...
zr(cosx)hrehrxi∣∣∣∣∣∣∣
1(aj ;α

(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr

 dx
= Γ(u)eiu

π
2 I0,N+1:m1,n1;··· ;mr,nr
P+1,Q+1:p1,q1;··· ,pr,qr z1

...
zr

∣∣∣∣∣∣∣
(1− v;h1, · · · , hr; 1),

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q,

1(aj ;α
(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

(1− u− v;h1, · · · , hr; 1) : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr

 (2.2)

Re

(
v +

r∑
i=1

hi
d

(i)
j

δ
(i)
j

)
> 0, j = 1, 2, · · · ,mi.

Proof:

∫ π/2

0
(sinx)u−1(cosx)v−1ei(u+v)xI0,N :m1,n1;··· ;mr,nr

P,Q:p1,q1;··· ,pr,qr z1(cosx)h1ehixi

...
zr(cosx)hrehrxi∣∣∣∣∣∣∣
1(aj ;α

(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr

 dx
=
∫ π/2

0
(sinx)u−1(cosx)v−1ei(u+v)x

[(
1

2πi

)r ∫
L1

· · ·
∫
Lr

φ(s1, · · · , sr)θ1(s1) · · · , θr(sr)

(z1(cosx)h1eh1ix)s1 · · · (zr(cosx)hrehrix)srds1 · · · dsr
]
dx.
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Changing the order of integration

=
(

1
2πi

)r ∫
L1

· · ·
∫
Lr

φ(s1, · · · , sr)θ1(s1) · · · θr(sr)zs11 · · · z
sr
r∫ π/2

0
(sinx)u−1(cosx)

v+
r∑
i=1

hisi−1
e
i

(
u+v+

r∑
i=1

hisi

)
x
dx

 ds1 · · · dsr.
Solving the inner integral using (1.4),

=
(

1
2πi

)r ∫
L1

· · ·
∫
Lr

φ(s1, · · · , sr)θ1(s1) · · · θr(sr)zs11 · · · z
sr
r

Γ(u)Γ
(
v +

r∑
i=1

hisi

)
Γ
(
u+ v +

r∑
i=1

hisi

) eiuπ2 ds1 · · · dsr.
From which (2.2) is obtained by using (1.1).

(3)
∫ π/2

0
(sinx)u−1(cosx)v−1ei(u+v)xI0,N :m1,n1;··· ;mr,nr

P,Q:p1,q1;··· ,pr,qr z1(sinx)h1eh1xi

...
zr(sinx)hrehrxi∣∣∣∣∣∣∣
1(aj ;α

(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr

 dx
= Γ(v)eiu

π
2 I0,N+1:m1,n1;··· ;mr,nr
P+1,Q+1:p1,q1;··· ,pr,qr z1e

ih1
π
2

...
zre

ihr
π
2

∣∣∣∣∣∣∣
(1− u;h1, · · · , hr; 1),

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q,

1(aj ;α
(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

(1− u− v;h1, · · · , hr; 1) : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr

 (2.3)

Re

(
u+

r∑
i=1

hi
d

(i)
j

δ
(i)
j

)
> 0, j = 1, 2, · · · ,mi.
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Proof:

∫ π/2

0
(sinx)u−1(cosx)v−1ei(u+v)xI0,N :m1,n1;··· ;mr,nr

P,Q:p1,q1;··· ,pr,qr z1(sinx)h1ehixi

...
zr(sinx)hrehrxi∣∣∣∣∣∣∣
1(aj ;α

(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr

 dx
=
∫ π/2

0
(sinx)u−1(cosx)v−1ei(u+v)x

[(
1

2πi

)r ∫
L1

· · ·
∫
Lr

φ(s1, · · · , sr)θ1(s1) · · · , θr(sr)

(z1(sinx)h1eh1ix)s1 · · · (zr(sinx)hrehrix)srds1 · · · dsr
]
dx.

Changing the order of integration

=
(

1
2πi

)r ∫
L1

· · ·
∫
Lr

φ(s1, · · · , sr)θ1(s1) · · · θr(sr)zs11 · · · z
sr
r∫ π/2

0
(sinx)

u+
r∑
i=1

hisi−1
(cosx)v−1e

i

(
u+v+

r∑
i=1

hisi

)
x
dx

 ds1 · · · dsr.

Solving the inner integral using (1.4),

=
(

1
2πi

)r ∫
L1

· · ·
∫
Lr

φ(s1, · · · , sr)θ1(s1) · · · θr(sr)zs11 · · · z
sr
r

Γ
(
u+

r∑
i=1

hisi

)
Γ(v)

Γ
(
u+ v +

r∑
i=1

hisi

) e
i

(
u+

r∑
i=1

hisi

)
π
2
ds1 · · · dsr.

From which (2.3) is obtained by using (1.1).
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3. The Fourier Sine Series Involving I-functions of r-variables

(1) (sinx)4u−1(cosx)4v−1I0,N :m1,n1;··· ;mr,nr
P,Q:p1,q1;··· ,pr,qr z1(sinx cosx)h1e2h1xi

...
zr(sinx cosx)hre2hrxi∣∣∣∣∣∣∣
1(aj ;α

(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j ; γ(1)

j , C
(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q : 1(d(1)
j ; δ(1)

j , D
(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr


=

4
πi

∞∑
v=0

{
I0,N+2:m1,n1;··· ;mr,nr
P+2,Q+1:p1,q1;··· ,pr,qr z1e

ih1
π
2

...
zre

ihr
π
2

∣∣∣∣∣∣∣
(1− 4u;h1, · · · , hr; 1), (1− 4v;h1, · · · , hr; 1),

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q,

1(aj ;α
(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

(1− 4u− 4v; 2h1, · · · , 2hr; 1) : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr


 sin 4(u+ v)x

(3.1)

Proof : Consider

f(x) = (sinx)4u−1(cosx)4v−1I0,N :m1,n1;··· ;mr,nr
P,Q:p1,q1;··· ,pr,qr z1(sinx cosx)h1e2h1xi

...
zr(sinx cosx)hre2hrxi∣∣∣∣∣∣∣
1(aj ;α

(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr



=
∞∑
n=0

cn sin 4(u+ n)x, 0 < x <
π

2
. (3.2)
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Multiplying both sides by e4(u+v)xi and integrating with respect to x from 0 to π
2 ,∫ π/2

0
(sinx)4u−1(cosx)4v−1e4(u+v)xiI0,N :m1,n1;··· ;mr,nr

P,Q:p1,q1;··· ,pr,qr z1(sinx cosx)h1e2h1xi

...
zr(sinx cosx)hre2hrxi∣∣∣∣∣∣∣
1(aj ;α

(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr

 dx
=
∫ π/2

0
e4(u+v)xi

∞∑
n=0

cn sin 4(u+ n)xdx.

Changing the order of summation and integration the integral is equal to

∞∑
n=0

cn

∫ π/2

0
e4(u+v)xi sin 4(u+ n)xdx.

On evaluating the integral using (1.5) it takes the value cv π4 i from which (3.1) is obtained

by using (2.1) and (3.2).

(2) (sinx)4u−1(cosx)4v−1I0,N :m1,n1;··· ;mr,nr
P,Q:p1,q1;··· ,pr,qr z1(cosx)h1e2h1xi

...
zr(cosx)hre2hrxi∣∣∣∣∣∣∣
1(aj ;α

(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr


=

4
πi

Γ(4u)
∞∑
v=0

{
I0,N+1:m1,n1;··· ;mr,nr
P+1,Q+1:p1,q1;··· ,pr,qr z1

...
zr

∣∣∣∣∣∣∣
(1− 4v;h1, · · · , hr; 1),

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q,

1(aj ;α
(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

(1− 4u− 4v;h1, · · · , hr; 1) : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr


 sin 4(u+ v)x.

(3.3)
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Proof : Let

f(x) = (sinx)4u−1(cosx)4v−1I0,N :m1,n1;··· ;mr,nr
P,Q:p1,q1;··· ,pr,qr z1(x cosx)h1e2h1xi

...
zr(cosx)hre2hrxi∣∣∣∣∣∣∣

1(aj ;α
(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr



=
∞∑
n=0

cn sin 4(u+ n)x, 0 < x <
π

2
. (3.4)

Multiplying both sides by e4(u+v)xi and integrating with respect to x from 0 to π
2 ,

∫ π/2

0
(sinx)4u−1(cosx)4v−1e4(u+v)xiI0,N :m1,n1;··· ;mr,nr

P,Q:p1,q1;··· ,pr,qr z1(cosx)h1e2h1xi

...
zr(x cosx)hre2hrxi∣∣∣∣∣∣∣
1(aj ;α

(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr

 dx
=
∫ π/2

0
e4(u+v)xi

∞∑
n=0

cn sin 4(u+ n)xdx.

Changing the order of summation and integration the integral is equal to

∞∑
n=0

cn

∫ π/2

0
e4(u+v)xi sin 4(u+ n)xdx.

Evaluating the integral using (1.5) it takes the value cv π4 i from which (3.3) is obtained

by using (2.2) and (3.4).
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(3) (sinx)4u−1(cosx)4v−1I0,N :m1,n1;··· ;mr,nr
P,Q:p1,q1;··· ,pr,qr z1(x cosx)h1e2h1xi

...
zr(x cosx)hre2hrxi∣∣∣∣∣∣∣
1(aj ;α

(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr


=

4
πi

Γ(4v)
∞∑
v=0

{
I0,N+1:m1,n1;··· ;mr,nr
P+1,Q+1:p1,q1;··· ,pr,qr z1e

ih1
π
2

...
zre

ihr
π
2

∣∣∣∣∣∣∣
(1− 4u;h1, · · · , hr; 1),

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q,

1(aj ;α
(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

(1− 4u− 4v;h1, · · · , hr; 1) : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr


 sin 4(u+ v)x.

(3.5)

Proof : Let

f(x) = (sinx)4u−1(cosx)4v−1I0,N :m1,n1;··· ;mr,nr
P,Q:p1,q1;··· ,pr,qr z1(sinx)h1e2h1xi

...
zr(sinx)hre2hrxi∣∣∣∣∣∣∣
1(aj ;α

(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr



=
∞∑
n=0

cn sin 4(u+ n)x, 0 < x <
π

2
. (3.6)
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Multiplying both sides by e4(u+v)xi and integrating with respect to x from 0 to π
2 ,∫ π/2

0
(sinx)4u−1(cosx)4v−1e4(u+v)xiI0,N :m1,n1;··· ;mr,nr

P,Q:p1,q1;··· ,pr,qr z1(sinx)h1e2h1xi

...
zr(sinx)hre2hrxi∣∣∣∣∣∣∣
1(aj ;α

(1)
j , · · · , α(r)

j ;Aj)P : 1(c(1)
j , γ

(1)
j , C

(1)
j )p1 ; · · · ; 1(c(r)j , γ

(r)
j ;C(r)

j )pr

1(bj ;β
(1)
j , · · · , β(r)

j ;Bj)Q : 1(d(1)
j , δ

(1)
j , D

(1)
j )q1 ; · · · ; 1(d(r)

j , δ
(r)
j ;D(r)

j )qr

 dx
=
∫ π/2

0
e4(u+v)xi

∞∑
n=0

cn sin 4(u+ n)xdx.

Changing the order of summation and integration the integral is equal to

∞∑
n=0

cn

∫ π/2

0
e4(u+v)xi sin 4(u+ n)xdx.

Evaluating the integral using (1.5) it takes the value cv π4 i from which (3.3) is obtained

by using (2.3) and (3.6).

Special Cases :

1. In the results, when the third variable equal to 1, it reduces to H-function of

r-variables.

2. When r = 2, all results will reduce to I-function of 2-variables.

3. When r = 2 and the third parameter equal to 1, it reduces to H-function of

2-variables.

4. Put N = P = Q = 0 and take r = 1, then all results reduce to product of r

I-functions of 1- variables.

5. When r = 1, all results will reduce to I-function of 1-variable.

6. When r = 1 and the third parameter equal to 1, it reduces to the result proved by

K. L. Choudhary [1].
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